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Prélogo

Este libro estd destinado principalmente para los escolares y para todos los que
estan interesados en ampliar sus conocimientos matematicos adquiridos en la
escuela.

Se basa en una conferencia que dicto el autor a un grupo de alumnos moscovitas de
séptimo y octavo grados.

Al preparar la publicacion de la conferencia, el autor la ha ampliado un poco
tratando de conservar el estilo accesible de la exposicion.

El complemento mas esencial es el punto 13 en el que se trata de la elipse, la
hipérbola y la parabola en tanto que secciones de una superficie cénica.

Con el fin de no aumentar el volumen del libro, las propiedades de las curvas se
dan. en su mayoria, sin demostraciéon aun cuando en muchos casos la demostracion

podria ser realizada en forma accesible para el lector.

El autor

1. Las palabras «curva» o0 «curvo» se emplean a veces como adjetivos para
describir lo que se aparta de la direccion recta.

Los matematicos suelen emplear la palabra «curva» en calidad de substantivo como
un sinénimo de linea curva. ¢Qué es una linea curva? éCémo abarcar en una
definicidon las curvas que se trazan con lapiz o pluma en el papel o con tiza en la
pizarra y las curvas que describen una estrella fugaz o un cohete en cielo nocturno?
Aceptaremos la definicidn siguiente; la curva (o sea, la linea curva) es la traza de
un punto moévil. En nuestros ejemplos, este punto es la punta del |apiz, el extremo
de la tiza, un meteoro candente que atraviesa las capas superiores de la atmédsfera
0 un cohete. Desde este punto de vista, la recta es un caso particular de la curva.

Efectivamente, éacaso no puede ser rectilinea la traza de un punto moévil?
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2. Un punto movil efectivamente describe una recta si pasa de una posicion a
cualquier otra por el camino mas corto. Para trazar la recta se utiliza la regla; si
deslizamos un lapiz sobre su borde, la punta del lapiz dejara en el papel una traza

rectilinea.

Figura 1

Si el punto se desplaza sobre un plano de forma que permanece constante su
distancia a un punto fijo del mismo plano, describira la circunferencia; basandose en
esta propiedad de la circunferencia, se emplea para trazarla el compas.

La recta y la circunferencia son las curvas mas sencillas y, a la vez, son las dos
curvas mas notables en cuanto a sus propiedades. La recta y la circunferencia son
las curvas mas familiares al lector. Pero que no piense que conoce a fondo todas las
propiedades principales de las rectas y circunferencias.

¢Sabe, por ejemplo, que si los vértices de dos tridngulos ABC y A'B'C' se hallan

sobre tres rectas que se cortan en un punto S (fig. 1), los tres puntos K y L de
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interseccidon de los lados correspondientes AB y A'B', BC y B'C', AC y A'C' de los
triangulos deben estar sobre una misma recta?

El lector conoce, por supuesto, que el punto M describe una recta si se desplaza
sobre el plano de forma que permanecen iguales sus distancias a dos puntos fijos F;

y F> del mismo plano, o sea, si MF;= MF; (fig. 2).
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Figura 2

Pero, le sera dificil, probablemente, explicar qué curva describird el punto M si su
distancia al punto F, serd un numero determinado de veces mayor (por ejemplo,
dos veces como en la fig. 3) que su distancia al punto F,. Resulta que esta curva es

la circunferencia.
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Figura 3

Por consiguiente, si el punto M se desplaza sobre el plano de modo que su distancia
hasta uno de los dos puntos fijos F; y F, de éste es proporcional a su distancia hasta

el otro punto:

MF]_ =k=* MF2

el punto M describe una recta (si el coeficiente de proporcionalidad k es igual a la

unidad) o una circunferencia (si este coeficiente es distinto de la unidad).

3. Consideremos la curva que describe el punto M si permanece constante la suma
de sus distancias a dos puntos fijos F; y F.. Tomemos un hilo, atemos sus extremos
a dos alfileres clavandolos en una hoja de papel de modo que el hilo quede libre. Si
ahora estiramos el hilo mediante un lapiz colocado verticalmente y, manteniendo el
hilo tirante, comenzamos a desplazar el lapiz apretando levemente sobre el papel,
su punta M (fig. 4) describird una curva ovalada (semejante a un circulo achatado)

gue se denomina elipse.
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Figura 4

Para obtener la elipse completa una vez trazada la mitad de la misma, habra que
pasar el hilo al otro lado respecto a los alfileres. Es evidente que la suma de las
distancias de la punta M del lapiz a las puntadas F; y F, permanece constante
durante todo el tiempo: esta suma es igual a la longitud del hilo.

Las puntadas marcan en el papel dos puntos que se denominan focos de la elipse.
Esto se justifica por la siguiente propiedad notable de la elipse.

Si encorvamos una franja estrecha metalica bien pulida déndole la forma de la
elipse y colocamos, en uno de los focos una fuente de luz, sus rayos, después de
reflejarse en la franja, se reuniran en el otro foco; por consiguiente, en este ultimo

también se vera una fuente de luz, imagen de la primera (fig. 5).

Figura 5
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4. Si unimos los focos de la elipse mediante un segmento rectilineo y después lo
prolongamos hasta cortar la elipse, obtendremos el eje mayor A;A; (fig. 6) de la

misma.

- B’
Figura 6

La elipse es una figura simétrica respecto a su eje mayor. Si dividimos por la mitad
el segmento F;F, y en su punto medio levantarnos una perpendicular, prolongandola
hasta cortar la elipse, obtendremos el eje menor B;B, de la elipse. También es un
eje de simetria de la elipse. Los extremos de los ejes, o sea, los puntos A;, A;, B1y

B,, se denominan vértices de la elipse.
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Figura 7

La suma de las distancias del punto A; a los focos F; y F> debe ser igual a la longitud
del hilo:
AF, + AR =1
Pero
AR = AR,

debido a la simetria de la elipse; por eso, podemos tomar AF, en lugar de A;F; y asi

encontramos que

A2F2 + A1F2 =

Es obvio que en el primer miembro de esta igualdad figura la longitud del eje mayor
de la elipse. Es decir, la longitud del eje mayor de la elipse es igual a la longitud del
hilo 0, en otras palabras, la suma de las distancias de cualquier punto de la elipse a
los focos es igual al eje mayor de esta elipse. Debido a la simetria de la elipse, de
aqui resulta que la distancia entre el vértice B, (o B;) y cualquiera de los focos es
igual a la mitad de la longitud del eje mayor. Por eso, dados los vértices de la

elipse, es facil encontrar sus focos: hay que determinar los puntos de intersecciéon
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del eje mayor y del arco de la circunferencia cuyo centro es el punto B, y cuyo radio

es igual a la mitad de A A,.

5. Consideremos la circunferencia que tiene como didmetro el eje mayor de la elipse
(fig. 7).

Desde un punto cualquiera N de la circunferencia bajemos sobre el eje mayor la
perpendicular NP que cortara la elipse en un punto M. Es obvio que NP sera un
numero determinado de veces mayor que MP. Si tomamos otro punto cualquiera N'
de la circunferencia y realizamos esta misma construccion, resultard que N'P' sera

mayor que M'P' el mismo nimero de veces:

NP / MP = NP’/ M'P’

En otras palabras, la elipse se puede obtener a partir de su circunferencia
circunscrita: hay que acercar todos los puntos de la circunferencia al eje mayor de
la elipse reduciendo un mismo numero de veces sus distancias a este eje. Dicha
propiedad ofrece un método sencillo para la construccidon de la elipse: trazamos una
circunferencia, tomamos un didmetro cualquiera de la misma y, a partir de los
puntos de la circunferencia, construimos otros que se hallan en las perpendiculares
al diametro y que se encuentran mas cerca de él en un numero determinado (1.5,
2, 3, etc.) de veces. Asi obtendremos puntos de la elipse cuyo eje mayor coincide
con el diametro de la circunferencia y cuyo eje menor es un numero

correspondiente (1.5, 2, 3, etc.) de veces menor que el diametro.

6. En la vida frecuentemente tropezamos con elipses. Por ejemplo, si inclinamos un

vaso de agua, la capa superior tendra la configuracién de la elipse (fig. 8);
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Figura 8

de la misma forma, si cortarnos un pedazo cilindrico de salchichdn inclinando el

cuchillo, obtendremos rodajas en .forma de elipse (fig. 9).

Figura 9

En general, si un cilindro (o un cono) recto se corta mediante un plano inclinado (de
modo que el plano no corte las bases), obtendremos como seccidon una elipse (fig.
10).
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Figura 10

Fue Kepler (1571 - 1630) quien encontrd que los planetas se mueven alrededor del
Sol segln unas elipses, y no circulos como se pensaba anteriormente, con la

particularidad de que el Sol se halla en uno de los focos de cada elipse (fig. 11).

} Planela

Figura 11

Durante una revolucion, todo planeta pasa una vez por el vértice A; de la elipse mas
proximo al Sol, que se denomina perihelio y una vez por el vértice A,, mas alejado
del Sol que se denomina afelio. Por ejemplo, |la Tierra se encuentra en el perihelio

cuando en el hemisferio boreal es invierno y en el afelio, cuando es verano.
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La Tierra en su movimiento describe una elipse poco aplastada que, por su forma,

se asemeja a la circunferencia.

7. En una hoja de papel tracemos una recta cualquiera D;D,, tomemos un punto F
fuera de la misma y hagamos que la punta M del lapiz se desplace de modo que en

todo momento sean iguales sus distancias a la recta y al punto F (fig. 12).

Figura 12

Con este fin bastard sujetar, mediante una chinche, al vértice S de la escuadra un
hilo de longitud igual al cateto SN y atar el extremo libre del hilo a un alfiler clavado
en el punto F. Si hacemos ahora deslizar el otro cateto de la escuadra sobre una
regla aplicada a D;D,, la punta M del lapiz, que estira el hilo y lo aprieta contra el

cateto libre de la escuadra, estara a una misma distancia de la regla y del alfiler:

NM = MF.

La punta describird en el papel una parte de la linea llamada parabola. Para obtener
una porcién mayor de esta curva, habrd que tomar una escuadra de cateto mayor
y, en caso de necesidad, una regla mas larga. La parabola consta de una rama que

se extiende indefinidamente.
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El punto F se denomina foco de la pardbola; la perpendicular bajada desde el foco
sobre la recta D;D, (llamada directriz) y prolongada constituye el eje de simetria de

la parabola y se denomina simplemente eje de la misma.

8. Si encorvamos una franja estrecha metadlica bien pulida, dandole la forma de un
arco de parabola, los rayos de una fuente de luz colocada en el foco, después de

reflejarse en la franja, irdn paralelamente al eje (fig. 13).

Figura 13

Reciprocamente, si un haz de rayos paralelos al eje de la parabola incide sobre
nuestra franja, los rayos se reuniran, después de reflejarse, en su foco.
En esta propiedad de la parabola se basa el empleo de los espejos parabdlicos en

los faros de automdviles (fig. 14) y, en general, en los reflectores.
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Figura 14

En lugar de franjas en el proceso de rectificacion de estos espejos se emplean los
asi llamados paraboloides de revolucién. Estas superficies se pueden obtener

haciendo girar la parabola alrededor de su €je.

9. Una piedra, lanzada no verticalmente, describe una parabola (fig. 15); lo mismo
se puede decir de un proyectil. Es verdad, que tanto en un caso como en el otro la
resistencia del aire influye en la forma de la pardbola y, de hecho, se obtiene otra

curva. Pero, en el vacio, resultaria una parabola exacta.

Figura 15
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Si mantenernos constante la velocidad v con la que el proyectil sale del tubo del
cafidn y variamos el angulo de inclinacion del tubo con respecto al horizonte, el
proyectil describird distintas parabolas y tendra diferentes distancias de vuelo. La
distancia maxima corresponde al dngulo de inclinacién de 45° y es igual v?/g, donde
g es la aceleracion de la gravedad. Si disparamos verticalmente, el proyectil
alcanzara una altura dos veces menor: v/2g

Cualquiera que sea la posicion que demos al tubo (manteniéndolo en un mismo
plano vertical), para cada velocidad de salida del proyectil siempre quedaran lugares
en la tierra y en el aire a donde no podra llegar el proyectil. Resulta que estos
lugares y los lugares a donde puede llegar el proyectil si se apunta adecuadamente,
quedan separados también por una parabola que se denomina parabola de
seguridad (fig. 16).

Figura 16

10. Por analogia con la elipse, podemos considerar las curvas que describe el punto
M, si permanece constante la diferencia, y no la suma de sus distancias a dos
puntos determinados F; y F,> o bien el producto o, finalmente, el cociente de estas

distancias (en el Ultimo caso se obtiene la circunferencia).
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Figura 17

Consideremos el caso de la diferencia. Para garantizar el movimiento necesario del
lapiz, clavemos dos alfileres en los puntos F; y F, y fijemos una regla en uno de
ellos de modo que esta pueda girar sobre el papel alrededor del alfiler (fig. 17).
Tomemos un hilo (mas corto que la regla) y fijemos uno de sus cabos al extremo S
de la regla y el otro, al alfiler FZ. Estiremos ahora el hilo apretandolo contra la regla
mediante la punta M del lapiz.

Entonces la diferencia entre las distancias MF; y MF, serd igual a

(MF; + MS) - (MF; +MS) = F;S - (MF, + MS),

0 sea, sera igual a la diferencia entre las longitudes de la regla y del hilo. Si giramos
la regla alrededor de F; apretando contra ella el lapiz y manteniendo tirante el hilo,
el lapiz describird sobre el papel una curva tal que la diferencia de distancias de
cualquiera de sus puntos a F; y F, sera siempre la misma e igual a la diferencia m
entre las longitudes de la regla y del hilo. De esta forma obtendremos solamente la
parte superior de la curva que aparece en la fig. 17 a la derecha. Para obtener la
mitad inferior habrd que colocar la regla de modo que aparezca por debajo, y no por
encima, de los alfileres. Por ultimo, si fijamos la regla al alfiler F, y el extremo del

hilo, al alfiler F;, obtendremos la parte de la curva que aparece en esta misma
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figura a la izquierda. Ambas curvas construidas se consideran como una sola que se
denomina hipérbola. Claro esta que la hipérbola no se limita a los arcos construidos.
Si tomamos una regla de longitud mayor y, a la vez, alargamos el hilo (pero
conservando la diferencia entre sus longitudes), podremos prolongar
indefinidamente nuestra hipérbola de la misma forma que, por ejemplo, el

segmento de una recta.

11. Tracemos la recta que pasa por los focos de la hipérbola. Es un eje de simetria
de la misma. El otro eje de simetria es perpendicular al primero y pasa por el punto
medio del segmento FiF,. El punto O de interseccién de los ejes es el centro de
simetria y se denomina simplemente centro de la hipérbola. El primer eje corta la
hipérbola en dos puntos A; y A; llamados vértices; el eje AiA, se denomina eje real
de la hipérbola.
La diferencia entre las distancias del punto A; de la hipérbola a los focos F; y F, debe
ser igual a m:

AiF; - AitFi= m
Pero

AiF1 = AR

debido a la simetria de la hipérbola; por eso, podemos tomar A;F, en lugar de A;F; y

asi encontramos que

Ale - Aze =m

Es obvio que la diferencia A;F, - A,F, es igual a Aj;A;, 0 sea, es igual a la longitud del
eje real de la hipérbola. Es decir, la diferencia m entre las distancias de cualquier
punto de la hipérbola a sus focos (con la particularidad de que la distancia menor se
resta de la mayor) es igual a la longitud del eje real de la hipérbola.

Partiendo del vértice A; (o A;) como centro busquemos la interseccion del segundo
eje de simetria de la hipérbola con el arco de circunferencia cuyo radio es igual a la
mitad de Fi;F,. Encontraremos dos puntos B; y B, (fig. 18); el segmento B1B2 se

denomina eje imaginario de la hipérbola. Construimos ahora el rectangulo PQRS
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cuyos lados son paralelos a los ejes de la hipérbola y pasan por los puntos A;, A, By
y B, y tracemos sus diagonales PR y QS. Prolongandolas indefinidamente,

obtendremos dos rectas que se denominan asintotas de la hipérbola.

Figura 18

Tienen la siguiente propiedad notable: jamas se cortan con la hipérbola aunque a
medida que los puntos de la hipérbola se alejan de su centro, se aproximan mas y
mas a las asintotas situandose tan cerca de ellas como se quiera. Los arcos de
hipérbola comprendidos entre dos puntos alejados del centro parecen en el dibujo
segmentos de recta (véase el arco M;M, de la fig. 18) aunque nunca son rectilineos;
simplemente tienen una encorvadura insignificante que escapa a la vista.

Para trazar aproximadamente la hipérbola sin recurrir a la regla y al hilo (que
permiten la construccién exacta), se procede del modo siguiente. Se trazan primero
los ejes de simetria de la hipérbola y se toman en el primero los focos F; y F, a igual

distancia del centro; después sobre este mismo eje se construyen a ambos lados del
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centro segmentos iguales a la mitad de m, o sea, a la mitad de la diferencia dada
entre las distancias de los puntos de la hipérbola a sus focos, obteniendo los
vértices A; y A, de la hipérbola: a continuacion determinamos en el segundo eje la
puntos B; y B,, construimos el rectangulo PQRS vy, por Uultimo, trazamos vy

prolongamos sus diagonales. Asi obtendremos el dibujo representado en la fig. 19.

Figura 19

Resta trazar a mano dos arcos de modo que sean simétricos respecto a los ejes,
que pasen por los puntos A; y A, y que se encorven suavemente aproximandose

mas y mas a las asintotas PR y QS.

12. En particular, el rectangulo PQRS puede ser un cuadrado. Esto ocurrira si, y
solo si, las asintotas de la hipérbola son perpendiculares. En este caso la hipérbola
se denomina equilatera.

En la fig. 19 viene representado precisamente este caso. Para mayor comodidad,
giremos el dibujo en 45° alrededor del punto O, en el sentido que indica la flecha;
obtendremos la hipérbola representada en la fig. 20.

Tomemos en la asintota OQ un segmento cualquiera ON = x y levantemos en el
punto N la perpendicular NM = y hasta cortar la hipérbola. Entre y y x existe una

relacion muy sencilla: resulta que si aumentarnos x un numero de veces, y
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disminuird el mismo numero de veces; reciprocamente, si disminuimos x un nimero

de veces, y aumentara el mismo nimero de veces.

Figura 20

En otras palabras, la longitud NM = y es inversamente proporcional a la longitud ON

= X:
y=k/x

Debido a esta propiedad, la hipérbola equilatera es el grafico de la proporcionalidad

inversa. Consideremos el vértice A, con el fin de determinar la relacién que existe

entre las dimensiones de la hipérbola y el coeficiente k de la proporcionalidad

inversa. Para este vértice tenemos:

X= OK
y = KA;

los segmentos OK y KA, constituyen catetos del tridngulo rectangulo isdsceles cuya

hipotenusa es
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OA=m/2
por eso,
X=Y

x? + y? = (m/2)?> = m?/4

de donde

2x% = m?/4

0 sea,

A. I. Markushevich

Por otro lado, de la relacién de proporcionalidad inversa y = k/x, resulta que xy = k

y por eso en nuestro caso (en el que y = x) se tiene que x> = k. Comparando ambos

resultados, x> = m%/8 y x> = k, encontramos que k = m?%/8.

En otras palabras, el coeficiente k de la proporcionalidad inversa es igual a una

octava parte del cuadrado de la longitud del eje real de la hipérbola.

13. Hemos senalado ya que si cortamos el cono con un cuchillo (o, hablando en

términos geométricos, con un plano) sin tocar la base del cono, la seccion tendra la

configuracién de una elipse (véase la fig. 10). Resulta que si el plano que corta el

cono pasa por su base, se puede obtener como seccién un arco de parabola (fig. 21,

a) o un arco de hipérbola (fig. 21, b).

21
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Figura 21

Por lo tanto, las tres curvas — la elipse, la hipérbola y la parabola — son secciones
conicas.

El cono que estamos cortando tiene un defecto: sélo en el caso de la elipse
obtenemos la curva completa (fig. 10); en el caso de la parabola y de la hipérbola,
0 sea, de curvas que se prolongan indefinidamente, obtenemos sélo una porcion de
las mismas. Es mas, la fig. 21, b no permite ver cdmo aparece la segunda rama de
la hipérbola. Para eliminar este defecto tomaremos en lugar del cono una superficie
conica que se prolonga indefinidamente. Con este fin prolongaremos
indefinidamente en ambas direcciones todas las generatrices del cono, es decir,
todos los segmentos rectilineos AS, BS, CS, DS, ES, etc. que unen los puntos de la
circunferencia de la base del cono con su vértice (fig. 22; naturalmente, no
podemos representar en nuestra figura las generatrices indefinidamente
prolongadas y, por eso, también aqui trazamos segmentos de rectas pero de

longitud mayor que los segmentos iniciales).
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Figura 22

Asi obtendremos la superficie conica necesaria que consta de dos mitades, o como
suele decirse de dos hojas, de extension indefinida que se tocan en el punto S. Toda
la superficie conica puede ser considerada como la superficie que describe una recta
movil, a saber, una recta que pasa por el punto S y que gira de modo que
permanece constante el angulo que forma con la recta OS, eje de la superficie
conica. Esta recta mévil se denomina generatriz de la superficie cénica; es evidente
que prolongando cada generatriz del cono tomado inicialmente, obtendremos una
generatriz de la superficie cénica.

Cortemos ahora con un plano toda la superficie cénica. Si el plano corta todas las
generatrices de una misma hoja de la superficie, obtendremos como secciéon una
elipse o, como caso particular, una circunferencia (fig. 23, a); si el plano corta
todas las generatrices menos una (a la que es paralelo), se obtiene como seccidn
una parabola (fig. 23, b); por ultimo, si el plano corta una parte de generatrices de
una hoja y otra parte de generatrices de otra hoja, se obtiene como secciéon una
hipérbola (fig. 23, c). Como vemos, para obtener la elipse o la parabola basta una

hoja de la superficie conica.
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Figura 23

En cambio, para obtener la hipérbola, necesitamos toda la superficie conica: una
rama de la hipérbola pertenece a una hoja y la otra rama, a otra hoja de la

superficie.

14. Consideremos la curva que describe en el plano el punto M si permanece
constante el producto p de sus distancias a dos puntos fijos F; y F, del mismo
plano. Esta curva se denomina lemniscata (que traducido del griego significa en
forma de cinta). Si la longitud del segmento F; F, es c, las distancias del punto
medio O del segmento F;F, a F3 y F, seran iguales a ¢/2 y el producto de estas
distancias serd igual a c?/4. Consideremos primero el caso en que el producto

constante p es igual precisamente a c?/4, o sea,

MF; * MF, = ¢%/4

en este caso el punto O pertenecera a la lemniscata y esta ultima tendra la forma

de un ocho «tumbado» (fig. 24).
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Figura 24

Si prolongamos el segmento F; F, en ambas direcciones hasta cortar la lemniscata,
obtendremos dos puntos A; y A,. Es facil expresar la distancia A;A; = x entre los
mismos a través de la distancia F; F, = ¢ que conocemos. Notemos para ello que la
distancia de A, a F, es igual a x/2 — ¢/2, y que la distancia de A; a F; es igual a x/2

+ ¢/2; por eso, el producto de estas distancias sera
(X/2 + c/2) * (x/2 - c/2) = X?/4 — c?/4
Pero, segun la hipdtesis, este producto debe ser igual a c?/4, o sea,
xX?/4 — c?14 = ¢?/4
de donde x* = 2c’ y x = ¢cV2 = 1,414c.
Existe una relacién curiosa entre esta lemniscata y la hipérbola equilatera.

Tracemos por el punto O diferentes rayos rectilineos (fig. 25) y consideremos los

puntos en los que éstas se cortan con la lemniscata.
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Figura 25

Resulta que mientras el angulo entre el rayo y OF, (u OF;) es menor de 45°, existira
otro punto de interseccién, ademas de O en que el rayo corta la lemniscata; en
cambio, si este angulo es de 45° o mayor, no existird el segundo punto de
interseccion. Tomemos un rayo cualquiera del primer grupo y supongamos que
corta la lemniscata en el punto M (distinto de O); a partir del punto O construyamos
en dicho rayo el segmento ON = 1/0OM. Si realizamos esta construccién para todos
los rayos del primer grupo, los puntos N, correspondientes a los puntos M de la
lemniscata, quedaran sobre la hipérbola equilatera cuyos focos estardn en los

puntos F'; y F’, tales que
OF'; =1/ OF;
OF'; = 1/ OF;
15. Si la magnitud del producto constante p es distinto de c?/4, la lemniscata tendra

otra forma. En el caso en el que p < c¢?/4, la lemniscata consta de dos dvalos, uno

de los cuales contiene el punto F; y el otro, el punto F, (fig. 26).

26 Preparado por Patricio Barros



Curvas Maravillosas www.librosmaravillosos.com A. I. Markushevich

’

bt
!

e

Figura 26

En el caso en el que el producto p < ¢?/4, pero menor que c?/2, la lemniscata tiene

la forma de un bizcocho (fig. 27).

Figura 27

Si p difiere poco de c?/4, «la cintura» KK, del bizcocho serd muy estrecha y la curva

se aproximara, por su forma, al ocho «tumbado».

Figura 28

En cambio, si p difiere poco de c?/2, el bizcocho apenas tiene cintura y para p =
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c?/2, la cintura desaparece totalmente y la lemniscata toma la forma de un 6valo

(fig. 28; aqui se han representado distintas lemniscatas para poder compararlas).

16. Tomemos ahora un numero cualquiera de puntos F;, F,,..F,, en el plano y
hagamos que el punto M se mueva de modo que permanezca constante el producto
de sus distancias a estos puntos. Obtendremos una curva cuya forma depende de la
posicion mutua de los puntos Fy, F»,...F, y de la magnitud del producto constante.
Esta curva se denomina lemniscata de n focos.

Hemos considerado lemniscatas de dos focos. Variando el nimero de los focos,
colocandolos de modos distintos y escogiendo una u otra magnitud para el producto
constante de las distancias, podemos obtener lemniscatas de las formas mas raras.
A partir de un punto A comencemos a desplazar la punta del |apiz sobre el papel de
modo que la punta vuelva de nuevo al punto inicial. Obtendremos asi una curva;
exigiremos sélo que no se corte a si misma. Es evidente que podemos obtener asi
curvas que tienen, por ejemplo, la forma de una cabeza humana o de un pajaro
(fig. 29).

Figura 29

Resulta que siempre se puede escoger el nimero n, la posicién de los focos

Fi, F2,...Fn,

y la magnitud del producto constante de las distancias

MFy * MFy*... * MF, = P
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de modo que la lemniscata correspondiente no difiera a simple vista de esta curva
por arbitraria que sea la ultima. En otras palabras, las posibles desviaciones entre el
punto M que describe la lemniscata y la curva escogida no pasaran de la anchura de
la raya del lapiz (que de antemano puede ser afilado de modo que la raya sea muy
fina). Este resultado maravilloso que pone de manifiesto la gran variedad y la
riqgueza de formas que tienen las lemniscatas de varios focos se demuestra con rigor
absoluto, pero la demostracién es compleja y exige el empleo de las Matematicas

Superiores.

17. Apliquemos al borde inferior de la pizarra una regla y hagamos rodar sobre ella
un aro o circulo (de madera o de cartén) apretandolo contra la regla y la pizarra. Si
fijamos en el aro o circulo un pedazo de tiza (en el punto de contacto con la regla),
este Ultimo describird una curva (fig. 30) denominada cicloide (que traducido del

griego significa circular).

Figura 30

Un giro del aro corresponde a un arco MM'M"N de la cicloide; si el aro continla
rodando, se obtendran uno tras otro los demas arcos de la cicloide.

Para obtener en el papel la forma aproximada de un arco de la cicloide que
corresponde al descrito durante el giro de un aro de, digamos, tres centimetros de

diametro, tomemos en la recta un segmento de longitud

3*3,14=9,42cm

igual a la longitud del aro, o sea, a la longitud de la circunferencia de tres
centimetros de didmetro. Dividamos a continuacién este segmento en un nimero

de partes iguales, digamos en seis partes, y para cada punto de divisidon
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consideremos la posicidon que tiene el aro cuando se apoya en dicho punto (fig. 31),

numerando estas posiciones con las cifras 0, 1, 2, 3,4, 5y 6.

Figura 31

Para pasar de una posicion a la posicion siguiente, el aro debe girar una sexta parte
de la revolucion completa (ya que la distancia entre dos puntos de division
sucesivos es igual a una sexta parte de la circunferencia). Por eso, si en la posicion
0 la tiza se encontraba en el punto My, en la posicidon 1 aparecera en el punto M;
correspondiente a una sexta de la circunferencia, contando desde el punto de
tangencia; en la posicion 2 estara en el punto M, a dos sextas del punto de
tangencia, etc. Para obtener los puntos Mi;, M, M3, etc., bastara tornar el radio de
1,5 y transportarlo a partir del punto de tangencia segun la circunferencia
correspondiente; en la posicion 1 hace falta una traslacion, en la posicién 2 se
necesitan dos traslaciones efectuadas sucesivamente, en la posicion 3, tres
traslaciones, etc. Para trazar la cicloide resta ahora unir los puntos My, My, Mz, M3,

Ms, Msy Mg mediante una curva suave.

18. Entre muchas propiedades notables que tiene la cicloide sefialemos una, debido
a la cual esta curva recibié el nombre sonante y extrafio de «braquistécrona» que
consta de dos palabras griegas, minimo y tiempo.

Consideremos el problema siguiente: équé forma debe tener un canal metalico bien
pulido que une dos puntos fijos A y B, (fig. 32) para que sea minimo el tiempo que
invierte una bola metalica pulida en recorrerlo desde el punto A hasta el punto B? A
primera vista, parece que el canal debe ser rectilineo pues sblo en este caso la bola

recorrera el camino mas corto entre A y B. Pero se trata del tiempo minimo, y no
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del camino mas corto, y este tiempo, aparte de la longitud del recorrido, depende
también de la velocidad de la bola. Si encorvamos el canal hacia abajo, su parte
correspondiente al punto A tendrd una pendiente mayor en comparacion con el
canal rectilineo y la bola obtendra aqui una velocidad mayor que en el tramo de

misma longitud del canal rectilineo.

~ q’h},
N 8>
S < %?@?B

— —
— —
e

Por otro lado, si la parte inicial tiene gran pendiente y es relativamente larga, la
otra parte, correspondiente al punto B, también serd larga pero tendrd una
pendiente muy suave: la bola recorrerd rapidamente el primer tramo, muy
lentamente el segundo y podra demorar en llegar al punto B. Es decir, el canal
debe tener, por lo visto, una forma cdncava, pero su encorvadura no debe ser
excesiva.

Galileo (1564-1642), astronomo vy fisico italiano, pensaba que el canal de tiempo
minimo debe tener la forma de aro de una circunferencia. Pero los hermanos
Bernoulli, matematicos suizos, a principios del siglo XVIII demostraron mediante un
calculo exacto que esto no es cierto y que el canal debe tener la forma de un arco

de cicloide (invertido hacia abajo, fig. 33).
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Figura 33

Desde ese momento la cicloide recibié el nombre de braquistécrona mientras que
las demostraciones de Bernoulli dieron origen a una nueva rama de las
Matematicas, al Calculo Variacional, que se ocupa de buscar las curvas que ofrecen

el valor minimo (o maximo, segun el caso) a una u otra magnitud que nos interesa.

19. Concluimos nuestro relato sobre las curvas maravillosas. Hemos considerado
s6lo algunas de ellas sin agotar ni mucho menos sus propiedades. Existen muchas
otras curvas que no hemos abarcado en nuestro libro: nada hemos dicho de la
catenaria (curva formada por una cadena pesada suspendida entre dos puntos), ni
de la espiral de Arquimedes (curva que describe un escarabajuelo al deslizarse a lo
largo de una regla que gira uniformemente), ni tampoco del desarrollo (envolvente)
de la circunferencia (curva que describe al desarrollarse el extremo de un hilo
arrollado en una bobina), etc. Nuestro Unico fin era despertar en el lector,
familiarizado con los rudimentos matematicos nada mas, el interés hacia algunos

resultados curiosos del inmenso tesoro del saber matematico.
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